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Losung 1 (Euler- und RPY-Winkel, Quaternionen)

1. ZX'Z"-Eulerwinkel
Rotation um gedrehte Koordinatenachsen: R = R,(a) R, (8)R.(7)

cos(a) —sin(a) 0 1 0 0 cos(y) —sin(y) 0
sin(a)  cos(a) 0 0 cos(B) —sin(p) sin(y) cos(y) 0
0 0 1 0 sin(p) cos(ﬁ) 0 0 1

cos(a)cos(y) — sin(a)cos(B)sin(7y) os(a)sin(y) — sin(a)cos(B)cos(y)  sin(a)sin(f)
= | sin(a)cos(y) +cos( )Jcos(B)sin(y) in(a)sin(y) + cos(a)cos(B)cos(y) —cos(a)sin(B)
sin(f)sin(y sin(f)cos(7y) cos(f3)
a, = cos(fB)= p = acos(a,)
LR ) - — atan(™=
0, - COS(’Y) =1 (’y) = Y t (Oz)
Qo _ —Sm(a):—ana a = atan(—2=
ay cos(a) tan(a) = tan( ay)

2. RPY-Winkel
Rotation um feste Koordinatenachsen: R = R, (v)R,(5)R.(a)
0

cos(y) —sin(y) 0 cos(f) 0 sin(f) 1 0
sin(y) cos(y) 0 0 1 0 0 cos(a) —sin(w)
0 0 1 —sin(B) 0 cos(f) 0 sin(a) cos(a)
(cos( )COSE ) —cos(y)sin(a) + sin(B)cos(a)sin(y)  sin(y)sin(a) + sin(B)cos(a)cos(y) )
)

s(
sin(a)cos(B)  cos(y)cos(a) + sin(B)sin(a)sin(y)  —sin(y)cos(a) + sin(5)sin(a)cos(y)
—sin(B sin(y)cos(B) cos(y)cos(B)
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n = —sin(8) = § = asin{—n.
Z_i = z;zg; =tan(y) = v = atan(z—i)
Z_Z — ZZEZ; = tan(a) = a = atan(z—z)

3. Bestimmung der Quaternion
Zur Bestimmung der Quaternion g miissen Drehachse und Drehwinkel berechnet werden.
Fiir die Drehachse gilt R17 = Z. Die Drehachse lisst sich folglich iiber die Eigenvektoren
bestimmen:

0.36 — A 048 -0.8
det(Ry — \E) = det —0.8 06—\ 0 =1— 156\ + 1.56A% — \3

0.48 0.64 06—AX

Charakteristisches Polynom: 1 — 1.56\ + 1.56)\2 = X3 =0= )\, =1

Eigenvektoren aus (R — A\ F)Z = 0:

—0.6421 +0.4829 — 0.8z3 = 0
—0.821 — 0.4z, =
1

—2 | ist Losung und damit Rotationsachse.
-2

==

wl=

Die Berechnung des Rotationswinkels kann iiber die allgemeine Formulierung der Rotations-
matrix R um einen Einheitsvektor v mit dem Winkel o bestimmt werden:

cos(a) +v? (1 —cos(@))  vyve (1 — cos(a)) — vzsin(a) wvivs (1 — cos(a)) + vosin(a)
Rio = [ v2v1 (1 — cos(a)) + vzsin(a)  cos(a) +v3 (1 — cos(a))  wvavs (1 — cos(a)) — vysin(a)
v3v1 (1 — cos(a)) — vasin(a) wv3vg (1 — cos(a)) + visin(a)  cos(a) + vi (1 — cos(a))
Es gilt:

Spur(R) = 3cos(a) + (v; + v3 +v3)(1 — cos(a)) = 1 + 2cos(a)

Fiir die Matrix Ry aus der Aufgabe gilt:
Spur(Ry) = 0.6 4 0.6 +0.36 = 1.56 = 1 4 2cos(a) = a = 73.74°

Die Quaternion ¢ lasst sich aus Rotationsachse und -winkel aufstellen:

«

q= (cos(g),ﬁsz’n(%» = (0.8,0.2,—0.4,—0.4)
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Losung 2 (Vorwértskinematik, Denavit-Hartenberg)

2.1 Lage der Koordinatensysteme

2.2 DH-Parameter

’ ‘ d ‘ 0 a o
Gelenk 1 | 150 < dq < 1650 90° 100 0°
Gelenk 2 | 0 0, 500 0°
Gelenk 3 | 0 05 500 0°

2.3 Transformationsmatrizen

Die einzelnen Transformationen setzen sich aus der Translation um d;, der Rotation um 6;,
der Translation um a; und der Rotation um «; zusammen.

0 -1 0 0
1 0 0 100
Aa=10 0 1 4
0 0 0 1
cos(fy) —sin(f2) 0 500cos(6s)
Ao sin(fy)  cos(fy) 0 500sin(6s)
T o 0 1 0
0 0 0 1
cos(f3) —sin(f3) 0 500cos(63)
Ao sin(f3) cos(f3) 0 500sin(63)
2710 0 1 0
0 0 0 1
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2.4 Gesamttransformation

Durch Matrixmultiplikation erhélt man folgende Gesamttransformation:

—S502C03 — Cp2503  Sp2503 — Co2Cp3 0 —500sgp2¢93 — 500cp2593 — 500502
A . Cp2Cp3 — Sp2503 —S8p2Cp3 — Cp25p3 0 500092693 — 500892593 + 100 + 500092
03~ 0 0 1 d,
0 0 0 1

Unter Verwendung des Additionstheorems lassen sich die Ausdriicke vereinfachen:

—sin(fy + 05) —cos(f2+03) 0  —500sin(fy + 03) — 500sin(6s)
cos(f2 4 03)  —sin(fs +65) 0 500cos(fz + 03) 4+ 100 4 500c0s(6s)
0 0 1 dy
0 0 0 1

Apz =

Losung 3 (Vorwértskinematik)

Die Lage des TCP ergibt sich aus Trcp = Ao 3. Angabe der Lage mittels Rotationsmatrix
und Translationsvektor.

3.1 Stellung d; = 200, 6, =0, 63 =0

0 -1 0 0
R=1|1 0 0f,t=|1100
0 0 1 200

3.2 Stellung d; = 600, 05 = 60, 03 = 30

~1 0 0 —933,01
R=[0 -1 0],t= 350
0 0 1 600

3.3 Stellung d; = 200, 0y = —45, 03 = —15

0,87 —0,5 0 786, 56
R=105 0,87 0] ,t=1]703,55
0 0 1 200

Losung 4 (Differentielle inverse Kinematik)

4.1 Berechnung der Jacobi-Matrix

Aus dem kinematischen Modell aus Aufgabe 2 lasst sich eine Funktion fiir die Position des
Endeffektors aufstellen:

i1 T2 T3 T

o pe T —500sg2cg3 — 500cgas93 — 500542

20t Y g = [y | = | 500ce2ces — 500592503 + 100 + 5004 | = £()
T3l T3z T33 2 ’ - d

0 0 0 1 L
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Die Jacobi-Matrix ergibt sich dann aus:

0 —500cos(6y + 03) — 500c0s(03) —500cos(02 + 03)
J=2% =10 —500sin(fy + 65) — 500sin(0y) —500sin(fy 4 6s)

o7
1 0 0
Invertieren der Jacobi-Matrix ergibt:
0 0 1
_ 1 sin(f2+603) 1 cos(02+63)
J = " 500 sin?@g)S 500 sin?@g)g 0
1 sin(B2403)+sin(f2) 1 —cos(62+03)—cos(f2) 0
500 sin(03) 500 sin(03)

4.2 Singularitéten

Die Jacobi-Matrix ist singuléar fiir 3 = 0°,180°. Die inverse Matrix existiert fiir diese Ge-
lenkwinkelstellungen nicht.



